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Wstęp 

Technologia wytwarzania przewodów 
wentylacyjnych z płyt kompozytowych nie jest 
nowością, jednak jej zastosowanie w wenty-
lacji i klimatyzacji było do tej pory ograniczo-
ne. Wynika to przede wszystkim z  słabego 
rozpowszechnienia informacji zarówno o sa-
mej technologii, jak i możliwościach jej wyko-
rzystania nie tylko przez naukowców, ale 
również przez projektantów oraz wykonaw-
ców instalacji. Coraz większe wymagania 
stawiane instalacjom pod względem aku-
stycznym i  oporu cieplnego, skutkujące ko-
niecznością izolowania praktycznie wszyst-
kich przewodów z  blachy ocynkowanej, 
spowodowały otwarcie się na nowe rozwią-
zania. W wielu przypadkach przewody bla-

szane z powodzeniem można zastąpić płyta-
mi z kompozytów, ograniczając masę instala-
cji oraz ułatwiając jej montaż, tym bardziej 
jeżeli nie ma ku temu przeciwwskazań ekono-
micznych [26].

Ze względu na budowę płyt kompozyto-
wych stosowanych w  instalacjach wentyla-
cyjnych i klimatyzacyjnych, niniejsza analiza 
skupia się na kompozytach włóknistych 
(ang. fiber reinforced polymers – FRP) – 
w których w charakterze fazy wzmacniają-
cej wykorzystuje się różnego rodzaju włók-
na, natomiast matryca stanowi spoiwo je łą-
czące. Matryca zapewnia także rozdział 
obciążenia zewnętrznego między włókna 
i  chroni przed czynnikami zewnętrznymi. 
W efekcie kompozyty włókniste cechują się 
najlepszymi właściwościami mechanicznymi 

przy najmniejszym ciężarze właściwym spo-
śród materiałów kompozytowych [16]. Ana-
lizowane wielowarstwowe płyty służące do 
budowy przewodów wentylacyjnych, skła-
dają się z trzech warstw:
l	 folii aluminiowej, wzmocnionej włóknem 

szklanym,
l	 wełny mineralnej, spojonej żywicą ter-

moutwardzalną,
l	 tkaniny szklanej, jako wykończenia we-

wnętrznej powierzchni przewodu.
Problematyka związana z  analizą od-

kształcalności płyt kompozytowych jest za-
gadnieniem złożonym i  skomplikowanym, 
dlatego badania numeryczne wymagają 
walidacji wyników poprzez badania ekspe-
rymentalne. Symulacje takie prowadzi się 
obecnie najczęściej przy użyciu programów 
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działających w oparciu o Metodę Elementów 
Skończonych (MES) [2], [3], [5], [36], [47], 
ale ich efektywność zależy od wybranego 
typu elementów skończonych, sposobu i gę-
stości dyskretyzacji, a także zamodelowania 
statycznych i  kinematycznych warunków 
brzegowych. Programy komercyjne stosowa-
ne w obliczeniach numerycznych charaktery-
zują się wyspecjalizowaną bazą elementów 
skończonych do opisu określonych zjawisk fi-
zycznych. Badania zgromadzone na ten te-
mat w literaturze przedmiotu zawierają wiele 
zróżnicowanych modeli numerycznych [15], 
[35], [37], [38], przy czym modele te najczę-
ściej porównuje się z  rozwiązaniami anali-
tycznymi. Kalibracja z wykorzystaniem badań 
eksperymentalnych jest rzadziej dostępna 
[18], [32], [41]. Uzyskanie satysfakcjonującej 
zgodności symulacji komputerowej z odwra-
calnymi odkształceniami w zakresie liniowo-
-sprężystym jest znacznie prostsze, natomiast 
zbudowanie efektywnego modelu pozwala-
jącego na przewidywanie zachowania nieli-
niowego geometrycznie jest znacznie trud-
niejsze. Znalezienie efektywnego sposobu 
modelowania numerycznego kompozyto-
wych płyt przedstawione w  niniejszej pracy 
jest kolejnym krokiem na drodze do określenia 
sposobu projektowania: 

(1) przewodów o  optymalnej masie 
z zachowaniem należytej wytrzymałości, 

(2) wzmocnień przewodów wentylacyj-
nych i  klimatyzacyjnych wykonywanych 
z materiałów kompozytowych, a także 

(3) analizy ich niezawodności i trwałości.

Metodologia 

Metoda elementów skończonych jest naj-
bardziej popularną metodą numeryczną 
współczesnej inżynierii. Rozwiązanie analizo-
wanego problemu zależy bezpośrednio od 
elementu, który będzie zastosowany w  mo-
delu numerycznym. W wyniku ciągłego roz-
woju MES, biblioteka elementów charaktery-
zujących się różnymi właściwościami nie-
ustannie rozszerza się, pozwalając coraz 
dokładniej opisywać odkształcenia ciał sta-
łych [4], [6]. Właściwości oraz zachowanie 
się poszczególnych elementów skończonych 
pod wpływem przyłożonego obciążenia 
w  ciałach stałych są przedmiotem ciągłego 
rozwoju [45]. Uzyskane w  wyniku przepro-
wadzonych badań eksperymentalnych [27] 
dane statystyczne dotyczące nośności bada-
nych kompozytowych płyt wykorzystywanych 
do budowy przewodów wentylacyjnych po-
zwalają na określanie ich niezawodności. 
Można zastosować w tym celu metodologię 
normową znaną z zaleceń normy Eurokod 0 
[14], jak również metodę opartą o  entropię 
względną zastosowaną w  pracy [8]. Przy 
czym należy podkreślić, że obecnie coraz 

częściej analizy tego rodzaju rozwiązań ze 
względu na koszty i czas (nawet w przypad-
ku posiadania odpowiedniego stanowiska 
badawczego) nie wykonuje się w  oparciu 
o każdorazowo wykonane badania ekspery-
mentalne przewodów wentylacyjnych i  kli-
matyzacyjnych, ale właśnie w oparciu o ana-
lizy numeryczne, dlatego zasadnym wydaje 
się poszukiwanie efektywnego sposobu sy-
mulacji komputerowej, który pozwoli nie tylko 
na modelowanie już istniejących rozwiązań, 
ale umożliwi również ich optymalizację oraz 
analizę sposobu wzmacniania z wykorzysta-
niem taśm kompozytowych. W artykule opi-
sano wyniki symulacji przeprowadzonych 
z wykorzystaniem programu ANSYS.

W wyniku analiz wyników badań ekspe-
rymentalnych [27] zauważono, że uzyskiwa-
ne odkształcenia płyt wykonanych z materia-
łów kompozytowych przekraczają niejedno-
krotnie wartości, które można uznać za do-
puszczalne. W analizie numerycznej w celu 
uzyskania poprawnych wyników należy 
uwzględnić nieliniowości geometryczne, wy-
nikające ze spodziewanego występowania 
dużych odkształceń modelu, co znajduje 
swoje potwierdzenie w  literaturze [9], [24], 
[31], [37], [46], [48]. Duża różnorodność 
właściwości mechanicznych kompozytów po-
woduje stosowanie w  metodach numerycz-
nych wielu kryteriów umożliwiających analizę 
zniszczenia kompozytów [11], [17]. Laminaty, 
będące zbiorami warstw, mogą bardzo róż-
nić się właściwościami, mechanizmami znisz-
czenia, wzajemnymi powiązaniami między 
warstwami. Złożoność układów sprawia, iż 
w chwili obecnej nie istnieje uniwersalna teo-
ria wytrzymałościowa dla laminatów, umożli-
wiająca określenie wytrzymałości przyjmując 
poziom obserwacji laminatu jako całości. 
W tym celu konieczne jest zejście na poziom 
poszczególnych warstw. Szeroko stosowane 
do oceny zniszczenia są kryteria naprężenio-
we, bazujące na parametrach granicznych, 
określających naprężenia niszczące przy ści-
skaniu, rozciąganiu oraz ścinaniu w głównych 
kierunkach ortotropii warstwy [39]. 

Model numeryczny płyty bez 
wzmocnień 

Odwzorowano budowę płyty kompozy-
towej składającej się z  trzech warstw (folii 
aluminiowej wzmocnionej włóknem szkla-
nym, wełny mineralnej oraz tkaniny z włókna 
szklanego), z których każda cechuje się inny-
mi własnościami materiałowymi. Do tego celu 
posłużył moduł ANSYS Composite Pre-Post 
(ACP). Dane wejściowe potrzebne dla kom-
pozytów w  modelach elementów skończo-
nych to liczba warstw, grubość kolejnej war-
stwy, orientacja kierunku włókien w warstwie, 
moduł Younga w  trzech kierunkach (Ex, Ey 
i  Ez), większy współczynnik Poissona dla 
trzech płaszczyzn (vxy, vyz i vxz), a także mo-
duł Kirchoffa w  trzech kierunkach (Gxy, Gyz 
i Gxz). Wszystkie materiały, z których składa 
się modelowana płyta kompozytowa zalicza 
się do grupy ortotropowych. Dane materiało-
we określono przede wszystkim na podstawie 
przeprowadzonych badań doświadczal-
nych. Zakres tych badań był następujący: 

(1) badanie warstw zewnętrznych (folii 
aluminiowej i tkaniny szklanej) w teście jed-
noosiowego rozciągania, 

(2) badanie warstwy rdzenia (wełny 
mineralnej) na ściskanie, rozciąganie oraz 
na ścinanie, 

(3) pomiary grubości próbek za pomo-
cą mikrometru cyfrowego.

W  niektórych przypadkach zostały wy-
korzystane dane z publikacji i bazy danych 
materiałowych lub zależności występujących 
w materiałach ortotropowych [4], [40], [42] 
– pokazano to w  zestawieniu właściwości 
materiałów użytych do stworzenia modelu 
numerycznego (tabela 1). 

Po zdefiniowaniu własności materiało-
wych dla poszczególnych warstw wygene-
rowano przestrzenny układ płyty wielowar-
stwowej, korzystając z modułu Design Mo-
deler. Geometryczny model płyty o wymia-
rach 1200x650x25 mm został wygenero-
wany jako przestrzenny układ składający się 
z  szeregu płaszczyzn, które odpowiadały 

Tabela 1. Dane materiałowe w modelu numerycznym płyty wielowarstwowej bez wzmocnień
Table 1. Material data in the numerical model of a multilayer plate without reinforcements

Nazwa materiału Gęstość [kg/m3] Moduł Younga [MPa] Większy wsp. Poissona Moduł ścinania [MPa]

Folia aluminiowa 
wzmocniona  

włóknem szklanym
ρ = 979

Ex = 5577 νxy = 0,07[4] Gxy = 2606*

Ey = 5577 νyz = 0,2[4] Gxz = 372[4]

Ez = 697[4] νxz = 0,2[4] Gyz = 372[4]

Wełna mineralna ρ = 71

Ex = 1,4 νxy = 0,00[40][42] Gxy = 0,7*

Ey = 1,4 νyz = 0,00[40][42] Gxz = 0,31

Ez = 0,038 νxz = 0,00[40][42] Gyz = 0,31

Tkanina szklana ρ = 905

Ex = 8205 νxy = 0,04[4] Gxy = 3944*

Ey = 8205 νyz = 0,17[4] Gxz = 563[4]

Ez = 912[4] νxz = 0,17[4] Gyz = 563[4]

gdzie: 

	                                                  * � [20]
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rzeczywistej geometrii płyty (rys. 1). Ważnym 
aspektem modelu jest wybór gęstości siatki, 
gdyż zbieżność wyników uzyskuje się, gdy 
w  modelu zastosuje się odpowiednią liczbę 
elementów; jest to w praktyce osiągane, gdy 
wzrost gęstości siatki ma znikomy wpływ na 
wyniki [1], [28]. W przypadku braku dosta-
tecznej liczby węzłów obliczeniowych lub ich 
nierównomiernym rozmieszczeniu (błędna 
dyskretyzacja), można nie uzyskać zbieżno-
ści lub otrzymać wyniki obarczone błędami. 
Na potrzeby niniejszego modelu przyjęto 
rozmiar siatki o długości boku równym 5 mm, 
który zapewniał błąd dyskretyzacji <5%. 
Wartość ta została ustalona poprzez przeli-
czenie kilku wariantów (z siatkami w zakresie 
od 25 do 3 mm). Przy wartościach większych 
lub równych 25 mm uzyskanie zbieżności nie 
było możliwe. W przedziale poniżej 25 mm 
do 5 mm uzyskiwano zbieżność, lecz przy 
wartości 5 mm uzyskiwano wartości ugięć 
najbardziej zbliżone do wyników z  badań 
eksperymentalnych. Zmniejszenie wielkości 
boku poniżej 5 mm nie powodowało zmian 
uzyskiwanych wyników, a jedynie wydłużało 
czas obliczeń. Symulacje wykonano przyjmu-
jąc bryłowy typ elementu skończonego so-
lid185. Jest on trójwymiarowym, jednorod-
nym elementem skończonym, zawierającym 
8 węzłów obliczeniowych na krawędziach 
z trzema stopniami swobody w każdym węź-
le [12]. Wykorzystywany jest do szeroko po-
jętych obliczeń wytrzymałościowych: ma 
zdolność do przenoszenia odkształceń sprę-
żystych, plastycznych, dużych ugięć oraz 
pełzania. Korzystając z modułu do modelo-
wania kompozytów ANSYS Composite Pre-
-Post (ACP), określono rodzaje warstw, z któ-
rych składa się kompozyt i  przypisano im 
wprowadzone wcześniej dane materiałowe. 
Każda z warstw zewnętrznych płyty została 
zamodelowana jako pojedyncza warstwa. 
Z kolei rdzeń płyty z wełny mineralnej został 
podzielony na pięć warstw. Zabieg ten miał 
na celu spełnienie zaleceń zawartych w [12], 
aby w  przypadku użycia elementów bryło-
wych typu solid185 do budowy modelu nu-
merycznego, łączna liczba warstw przez 
przekrój modelu wynosiła co najmniej trzy. 
Ostatecznie model dyskretny składał się z 7 
warstw. Ich zestawienie wraz z grubościami 

zostało ujęte w  tabeli 2 oraz przedstawione 
na rys. 2. 

Badany model został poddany działaniu 
ciśnienia, równomiernie rozłożonego na po-
wierzchni płyty, w kierunku osi z  i przeciw-
nym do niej zwrocie (rys. 3), zgodnie z zało-
żeniami badań doświadczalnych [27]. 

Istotna w rozpatrywanych przypadkach 
będzie rola warunków brzegowych, jakie 
zostaną przyjęte na krawędziach płyt. Jako 
utwierdzenie przyjęto pasma o  szerokości 
25 mm wzdłuż dłuższego boku płyty (za-
znaczone na rys. 4 oraz przedstawione na 
rys. 5). W programie umiejscowiono w tych 
punktach podpory typu displacement. Pod-
pora ta odbiera punktom węzłowym możli-
wość przemieszczeń w kierunku osi x, y i z. 

Wzdłuż krótszego boku płyty przyjęto wa-
runki brzegowe umożliwiające swobodne 
odkształcenia w kierunku osi x i z, odebrano 
natomiast możliwość przemieszczeń w  kie-
runku y. Zdecydowano się na takie rozwią-
zanie, gdyż początkowe symulacje wykaza-
ły, że przemieszczenia w  tym kierunku są 
stosunkowo małe (rzędu setnych części mili-
metra). Odebranie możliwości przemiesz-
czeń w kierunku y pozwoliło na znaczne 
skrócenie czasu obliczeń. Obliczeń dokona-
no z użyciem modułu obliczeniowego Static 
Structural i solverem Mechanical APDL.

Stosując w  odniesieniu do każdej 
z  warstw wybrane kryterium zniszczeniowe 
określono wytrzymałość każdej z nich, a tym 
samym znaleziono warstwę, która uległa 
zniszczeniu jako pierwsza. Wyznaczono za-
tem obciążenie, przy którym nastąpi znisz-
czenie tej warstwy. Nosi ono nazwę obciąże-
nia niszczącego pierwszą warstwę (ang. first 
ply failure load [12]). Po wykonaniu wstęp-
nych obliczeń w zakresie liniowym, dokona-
no analizy naprężeń w  warstwie tkaniny 
z włókna szklanego. Odczytano wartość na-
prężeń normalnych przy ciśnieniu odpowia-
dającemu przekroczeniu wytrzymałości war-
stwy na ściskanie (tj. przy 450 Pa, zarejestro-
wana w  czasie badań eksperymentalnych 

Rys. 1. 
Geometria płyty z jej wymiarowaniem
Fig. 1. Geometry of the plate with its dimension-
ing

Rys. 3. 
Wektory ciśnienia działającego na płytę
Fig. 3. View of the loads (pressure) acting on the 
plate

Rys. 4. 
Utwierdzenia wzdłuż dłuższego boku płyty
Fig. 4. Restraints along the long side of the plate

Rys. 5. 
Schemat utwierdzenia elementów bryłowych 
w modelu płyty
Fig. 5. Restraint scheme for solid elements in the 
plate model

Rys. 2. 
Model laminatu po wykonaniu dyskretyzacji
Fig. 1. Laminate model after discretization

Tabela 2. Kolejność ułożenia warstw w zamo-
delowanym kompozycie
Table 2. Layering order in the modelled com-
posite

Nazwa warstwy  
(kolejność ułożenia od 

góry do dołu)

Nr  
warstwy

Grubość 
[mm]

Tkanina szklana 1 0,1422

Wełna mineralna

2 5

3 5

4 5

5 5

6 5

Folia aluminiowa wzmoc-
niona włóknem szklanym 7 0,1592

Rys. 6. 
Rozkład naprężeń normal-
nych w  warstwie tkaniny 
szklanej badanej płyty
Fig. 6. Distribution of nor-
mal stresses in the glass 
fabric layer of the tested 
plate
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[27]). Wartość ta wynosiła 5,56 MPa i zosta-
ła przejęta jako kryterium inicjujące zniszcze-
nie tej warstwy laminatu. Na rys. 6 pokazano 
rozkład naprężeń normalnych w  warstwie 
tkaniny szklanej (w MPa). 

Oprócz kryterium wytrzymałościowego 
na ściskanie warstwy tkaniny szklanej, 
uwzględniono potencjalne zniszczenie 
warstw przy wartościach naprężeń uzyska-
nych w trakcie badań materiałowych (tabela 
3). Następnie program dokonywał przelicze-
nia modelu z  uwzględnieniem kryterium 
zniszczenia, czyli uwzględniającego nielinio-
wości materiałowe. Przyjęto założenie, że po 
spełnieniu kryterium zniszczenia górnej war-
stwy, pozostałe warstwy nadal przenoszą 
obciążenia, czyli zniszczenie pierwszej war-
stwy nie oznacza wyczerpania nośności lami-
natu jako całości. Po wyeliminowaniu war-
stwy zniszczonej, dla „nowego” laminatu 
(czyli uwzględniającego tylko pozostałe war-
stwy) wyznaczano nowe macierze sztywno-
ści, a  następnie dokonywano sprawdzenia 
czy pozostałe nieuszkodzone warstwy lami-
natu mogą przenieść obciążenie. Zestawienie 
kryteriów zniszczeniowych przedstawiono 
w tabeli 3.

Tabela 3. Kryteria zniszczenia dla modelu 
numerycznego bez wzmocnień
Table 3. Failure criteria for the numerical model 
without reinforcements

Nazwa 
materiału

Kryterium 
zniszczeniowe

Kierunek 
działania 

sił

Wartość 
inicjująca 

[MPa]

Tkanina 
szklana

Naprężenia  
ściskające x, y 5,56

Wełna 
mineralna

Naprężenia  
ściskające x, y 0,114

Naprężenia 
rozciągające z 0,0033

Naprężenia  
ścinające yz, xz 0,021

W  analizie nieliniowej całkowite obcią-
żenie zastosowane do modelu elementów 
skończonych jest podzielone na serie przyro-
stów obciążenia zwanych krokami obciąże-
nia. Po zakończeniu każdego przyrostowego 
rozwiązania macierz sztywności modelu jest 
dostosowywana w  celu odzwierciedlenia 
zmian sztywności konstrukcji przed przejściem 
do następnego przyrostu obciążenia. Do wy-
znaczania kolejnych macierzy sztywności 
podczas kolejnych kroków zastosowano me-
todę iteracyjną. Rozwiązanie nieliniowego 
równania przemieszczeń zapewniono z wy-
korzystaniem metody Newtona – Raphsona 
[19]. Kryteria zbieżności w badanym modelu 
oparto na siłach i przemieszczeniu, a granice 
tolerancji zbieżności zostały ustalone jak do-
myślne wartości programu ANSYS. Minimal-
na liczba kroków w  modelu wynosiła 10, 
a  maksymalna 100. Wielkość kroku była 
zmieniana po każdej iteracji i dopasowywa-

na przez program w zależności od przewidy-
wanej wartości rozwiązania. 

Wartości ugięć odczytywano w  pięciu 
punktach pomiarowych, ich lokalizacja od-
powiadała rozmieszczeniu punktów pomia-
rowych w  badaniach eksperymentalnych 
[25], [27], które wykonano na pięciu iden-
tycznych płytach (próbkach). Rozmieszczenie 
punktów pomiarowych pokazano na rys. 7.

Model numeryczny płyty 
ze wzmocnieniami 

W celu zbadania wpływu rodzaju mate-
riału wzmacniającego, do badań przewi-
dziano wzmocnienia taśmami CFRP ułożony-
mi poprzecznie (wzdłuż krótszego boku pły-
ty). W  ramach tego wariantu przebadano 
taśmy typu Sika CarboDur S512 (szerokość 
50 mm, grubość 1,2 mm). Do badań użyte 
zostało to samo stanowisko badawcze, co 
w [25], [27], nie zmieniono również metodyki 
badań. Zastosowano takie same płyty pod 
względem typu i gabarytów jak przy bada-
niach płyt niewzmocnionych. Badaniom pod-
dano dwie płyty w każdej serii. Wzmocnie-

niami postanowiono pokryć 25% powierzch-
ni płyty, która wynosi 0,78 m2. Przy szeroko-
ści płyty 0,65 m pokrycie w 25% równało się 
naklejeniu 6 pasm (rys. 8). Taśmy przyklejono 
do płyty za pomocą zalecanego przez pro-
ducenta kleju CarboDur 30.

Budowę modelu rozpoczęto od aktuali-
zacji danych wejściowych dla modelu, czyli 
uzupełnienia bazy danych materiałowych 
o taśmy CFRP. Na podstawie przytoczonych 
wyników badań wytrzymałościowych [22], 
[23], [29], [33], [34] można przyjąć założe-
nie, iż dane materiałowe deklarowane przez 
producenta są wiarygodne. Ze względu na 
dużo niższą wytrzymałość w kierunku wzdłuż 
włókien niż w kierunkach prostopadłych do 
nich oraz ze względu na trudności w bada-
niach wytrzymałościowych w  tych kierun-
kach, producenci materiałów FRP podają 
jednak przeważnie wartości największe, 
czyli w  kierunku wzdłuż włókien. Badania 
[10], [13], [21], [30] pokazują jednakże, iż 
dla kompozytów CFRP wartości modułu 
Younga wzdłuż osi Y i  Z  są wielokrotnie 
mniejsze i są ok. 15 razy mniejsze od warto-
ści modułu Younga uzyskanego z  badań 
przeprowadzanych w  kierunku zgodnym 
z osią X. Dzieje się tak, gdyż elementem naj-
bardziej poddanym działaniu sił jest w  tym 
przypadku macierz kompozytu, a nie same 
włókna. Żywica epoksydowa została zamo-
delowana jako materiał izotropowy. Podsu-
mowanie właściwości materiałowych zasto-
sowanych do modelowania wzmocnień 
kompozytowych przedstawiono w tabeli 5.

Wymiary płyty pozostają takie same jak 
w  badaniu eksperymentalnym płyty bez 
wzmocnień. Wykorzystując moduł Design 
Modeler, wygenerowano model płyty ze 
wzmocnieniami o  wymiarach zgodnych 

Tabela 5. Dane materiałowe dla płyty wielowarstwowej ze wzmocnieniami [23]
Table 5. Material data for multilayer plate with reinforcements [21]	

Nazwa materiału Gęstość [kg/m3] Moduł Younga 
[MPa]

Większy wsp.  
Poissona

Moduł Kirchoffa 
[MPa]

CFRP 1600

Ex = 160000 νxy = 0,27 Gxy = 4700

Ey = 8600 νyz = 0,4 Gyz = 3100

Ez = 8600 νxz = 0,27 Gxz = 4700

Żywica epoksydowa 1650 E = 9600 ν = 0,35 G = 3556

Rys. 7. 
Usytuowanie punktów 
pomiarowych
Fig. 7. Location of measure-
ment points

Rys. 8. 
Schemat rozmieszczenia taśm wzmacniających
Fig. 8. Layout of reinforcing strips 
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 O 
z  badaniem eksperymentalnym. Następnym 
etapem było określenie sposobu połączenia 
dwóch elementów – płyty i  taśm CFRP – 
w modelu numerycznym. Na potrzeby niniej-
szego opracowania, przyjęto doskonałe po-
łączenie pomiędzy taśmami CFRP a  płytą 
kompozytową. Aby je zapewnić w  modelu 
komputerowym, element bryłowy odwzoro-
wujący żywicę epoksydową, spajającą te 
dwa materiały, posiadał wspólne węzły 
z każdą z sąsiadujących powierzchni. Wyso-
ka wytrzymałość żywicy epoksydowej uży-
wanej do łączenia materiałów CFRP i  brak 
odspojenia pomiędzy płytą a taśmami w ca-
łym zakresie badanych ciśnień, w pełni uza-
sadniają zastosowanie takiego rozwiązania 
połączeń materiału w modelu numerycznym. 
Geometrię płyty ze wzmocnieniami po wyko-
naniu dyskretyzacji przedstawiono na rys. 9. 
Zastosowano w  tym przypadku takie same 
kryteria zniszczenia co w modelu bez wzmoc-
nień, ponieważ w trakcie badań eksperymen-
talnych nie stwierdzono zniszczenia taśm 
CFRP ani warstwy kleju, które wymagały 
uwzględniania warunków zniszczenia dla 
tych warstw. Uwzględniono tutaj zniszczenie 
warstw przy przekroczeniu dopuszczalnych 
naprężeń w pozostałych warstwach. 

Wyniki badań 

Analiza numeryczna (rys. 10-14) obra-
zuje zgodność modelu z  wynikami badań 
doświadczalnych przeprowadzonych w za-
kresie odkształceń liniowych. Po przekrocze-
niu wartości naprężeń powodujących znisz-
czenie warstwy tkaniny szklanej zauważalna 
jest mniejsza zgodność modelu i  ekspery-
mentu. Dyspersja statystyczna badanych 
wielkości nie wskazuje jednak na koniecz-
ność uwzględnienia tych statystyk w dalszej 
analizie uzyskanych wyników, gdyż wyniki 
symulacji numerycznej mieszczą się w zakre-
sie wyników z badań doświadczalnych [27]. 

Dla określonej zgodności wyników sy-
mulacji z  badaniami eksperymentalnymi, 
dokonano analizy numerycznej także dla 
innych wariantów szerokości płyty oraz 
większych zakresów ciśnień. W analizie nu-
merycznej analizowano płyty P-200, P-250, 
P-300, …, P-800, o  szerokości od 200 do 
800 mm, a zakres tych wariantów odpowia-

da przeciętnym minimalnym i maksymalnym 
szerokościom przewodów kompozytowych 
stosowanym w  instalacjach [25], [27]. Na 
rys. 15 przedstawiono wyniki symulacji nume-
rycznej, w postaci zależności ugięcia płyt od 
nadciśnienia pomierzone w punkcie środko-
wym, dla którego ugięcia były największe. 

Uzyskane wyniki analizy numerycznej 
porównane z  wynikami badań doświad-

czalnych zobrazowano na kolejnych wykre-
sach (rys. 16-20). Przy nadciśnieniu powyżej 
1000 Pa dla punktów 2, 3 i  4 oraz dla 
punktów 1 i 5 w całym zakresie ciśnień za-
uważalne jest większe niedopasowanie mo-
delu eksperymentalnego i  teoretycznego. 
Może to wynikać z natury iteracyjnej metody 
elementów skończonych oraz imperfekcji 
próbek badanych eksperymentalnie.

Rys. 10. 
Porównanie wyników 
analizy numerycznej 
z wynikami badań ekspe-
rymentalnych – punkt nr 1
Fig. 10. Comparison of 
the results of numerical 
analysis with the results 
of experimental tests – 
point no. 1

Rys. 11. 
Porównanie wyników 
analizy numerycznej 
z wynikami badań ekspe-
rymentalnych – punkt nr 2
Fig. 11. Comparison of 
the results of numerical 
analysis with the results 
of experimental tests – 
point no. 2

Rys. 12. 
Porównanie wyników 
analizy numerycznej 
z wynikami badań ekspe-
rymentalnych – punkt nr 3
Fig. 12. Comparison of 
the results of numerical 
analysis with the results 
of experimental tests – 
point no. 3

Rys. 9. 
Widok siatki MES płyty ze wzmocnieniami 
poprzecznymi
Fig. 9. FEM mesh view of a plate with transverse 
reinforcements

Rys. 13. 
Porównanie wyników 
analizy numerycznej 
z wynikami badań ekspe-
rymentalnych – punkt nr 4
Fig. 13. Comparison of 
the results of numerical 
analysis with the results 
of experimental tests – 
point no. 4

Rys. 14. 
Porównanie wyników 
analizy numerycznej 
z wynikami badań ekspe-
rymentalnych – punkt nr 5
Fig. 14. Comparison of 
the results of numerical 
analysis with the results 
of experimental tests – 
point no. 5

Rys. 15. 
Wyniki analizy 
numerycznej – 
ugięcia płyt bez 
wzmocnień 
w punkcie środ-
kowym
Fig. 15. Results of 
numerical analy-
sis – deflections 
of plates without 
reinforcements at 
midpoint
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Przekroczenie dopuszczalnej wartości 
naprężeń ścinających τxz w warstwie z weł-
ny mineralnej (rys. 21) jest powodem awarii 
płyty ze wzmocnieniami. Skutek awarii wi-
doczny jest na rys. 15-19 w postaci nagłego 
wzrostu ugięć płyty. Dzięki zastosowaniu 
wzmocnień, zostaje zwiększona sztywność 
kompozytu, jednak przy większych warto-
ściach nadciśnienia oddziaływującego na 
płytę (w stosunku do płyty niewzmocnionej), 
środkowa warstwa wełny mineralnej ulega 
ściśnięciu. Reakcja podpory wraz z ugięcia-
mi płyty powoduje wzrost naprężeń ścinają-
cych. Dokładne zbadanie mechanizmu od-
spojenia w  tym przypadku wymaga dal-
szych badań, jednak przypuszcza się, że 
efekt ten można byłoby zmniejszyć poprzez 
skrócenie wzmocnienia i  odsunięcie go od 
strefy oddziaływania podpory. 

Analizując rozkład naprężeń w  war-
stwie welonu szklanego (rys. 22) i na pod-
stawie wyników przeprowadzonego pro-
gramu badawczego, można również dojść 
do wniosku, iż podobne efekty wzmocnienia 

można by otrzymać, stosując wzmocnienia 
o  mniejszej szerokości lub liczbie, jednak 
aby potwierdzić tę hipotezę konieczne są 
dalsze analizy. Ponieważ taśmy CFRP są 
materiałem stosunkowo drogim, dalsze ba-
dania postanowiono ukierunkować na opty-
malizację liczby wzmocnień. 

Podsumowanie 

Przedstawiony w  artykule model nume-
ryczny płyt warstwowych bez i z wzmocnie-

niami taśmami CFRP pozwolił na uzyskanie 
dużej zgodności deformacji tych płyt z prze-
prowadzonymi wcześniej badaniami ekspe-
rymentalnymi. Efekt ten uzyskano przez zasto-
sowanie bryłowych elementów skończonych 
realizujących trójwymiarowy stan naprężenia. 
Na podkreślenie zasługuje fakt dużej zbież-
ności wyników eksperymentu z  symulacją 
komputerową w  zakresie nieodwracalnych 
odkształceń w  zakresie nieliniowym bliskim 
zniszczeniu struktury. Oznacza to przydat-
ność modelu do analizy niezawodności 

Rys. 16. 
Porównanie wyników analizy numerycznej z wynikami badań ekspery-
mentalnych płyt wzmocnionych – punkt nr 1
Fig. 16. Comparison of the results of numerical analysis with the results of 
experimental testing of reinforced plates – point no. 1

Rys. 18. 
Porównanie wyników analizy numerycznej z wynikami badań ekspery-
mentalnych płyt wzmocnionych – punkt nr 3
Fig. 18. Comparison of the results of numerical analysis with the results of 
experimental testing of reinforced plates – point no. 3

Rys. 17. 
Porównanie wyników analizy numerycznej z wynikami badań ekspery-
mentalnych płyt wzmocnionych – punkt nr 2
Fig. 17. Comparison of the results of numerical analysis with the results of 
experimental testing of reinforced plates – point no. 2

Rys. 20. 
Porównanie wyników analizy numerycznej z wynikami badań ekspery-
mentalnych płyt wzmocnionych – punkt nr 5
Fig. 20. Comparison of the results of numerical analysis with the results of 
experimental testing of reinforced plates – point no. 5

Rys. 21. 
Naprężenia ścinające w płaszczyźnie xz
Fig. 21. Shear stresses in the xz plane

Rys. 19. 
Porównanie wyników analizy numerycznej z wynikami badań ekspery-
mentalnych płyt wzmocnionych – punkt nr 4
Fig. 19. Comparison of the results of numerical analysis with the results of 
experimental testing of reinforced plates – point no. 4

Rys. 22. 
Rozkład naprężeń nor-
malnych w warstwie 
tkaniny z włókna 
szklanego dla płyty 
wzmocnionej 
poprzecznie
Fig. 22. Distribution of 
normal stresses in the 
glass fiber fabric layer 
for a transversely rein-
forced plate
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 O 
i  trwałości badanych struktur. Zastosowanie 
zaprezentowanego modelu do analizy nu-
merycznej płyt o  zróżnicowanej szerokości 
pozwoliło na uzyskanie analitycznych zależ-
ności opisujących maksymalne dopuszczalne 
ciśnienie w przewodzie od szerokości tej pły-
ty, co może znaleźć duże zastosowanie przy 
projektowaniu i  optymalizacji przewodów 
wentylacyjnych i klimatyzacyjnych. Przewody 
kompozytowe mogą być z  powodzeniem 
stosowane w  większości instalacji, którym 
stawia się wysokie wymagania akustyczne 
(np. w  kinach, teatrach i  biurach), tym bar-
dziej, iż koszt wykonania instalacji z kompo-
zytowych przewodów wentylacyjnych jest 
wyższy tylko o 10% w porównaniu do tech-
nologii tradycyjnej [26]. Ze względu na niż-
szą wytrzymałość w porównaniu do przewo-
dów stalowych, szczególnie dobrze spraw-
dzają się w tych fragmentach instalacji, w któ-
rych występuje odpowiednio niskie ciśnienie 
statyczne, czyli np. w przewodach rozprowa-
dzających i odgałęzieniach w pobliżu ane-
mostatów. Rozwiązania z użyciem kompozy-
tów mają szereg zalet, do których można 
zaliczyć: niską masę ułatwiającą montaż; 
możliwość wykonywania kształtek na miej-
scu, bez oczekiwania na gotowe elementy; 
niższe koszty transportu na budowę oraz 
mniej miejsca potrzebnego na składowanie. 
Zastosowanie płyt o  wyższej wytrzymałości 
pozwoliłoby na dodatkowe zwiększenie ich 
praktycznego zastosowania w  instalacjach 
wentylacyjnych i klimatyzacyjnych, ze wzglę-
du na niską wytrzymałość kompozytu oraz 
podatność struktury materiału na uszkodze-
nia. Konieczne są dalsze badania nad od-
kształceniami przewodów wentylacyjnych. 
Oczekuje się, że niniejszy artykuł pobudzi 
zainteresowanie tą dziedziną.
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Artykuł powstał w  ramach projektu ba-
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