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Wprowadzenie

Filtracja pospieszna to wciąż jeden z istotnych procesów jednost-
kowych wykorzystywanych w technologiach uzdatniania wody. Pra-
widłowo zaprojektowany filtr pośpieszny powinien charakteryzować 
się wysoką efektywnością filtrowania. Szczególny wpływ na to mają 
właściwie dobrane parametry złoża (rodzaj, uziarnienie, gęstość 
i porowatość) oraz prędkość filtracji. Za utrzymanie odpowiednio ni-
skich strat ciśnienia w złożu filtracyjnym odpowiada cykliczny proces 
płukania. Filtry pospieszne wypełnione materiałem porowatym ule-
gają stopniowej kolmatacji zanieczyszczeniami transportowanymi 
w przepływającej wodzie. Regeneracja złoża wypełniającego taki 
filtr, jest najczęściej wymagana średnio co 24-72 godziny i przepro-

wadzana jest w formie wstecznego przepływu wody płuczącej [1,2]. 
Takiemu procesowi powinny towarzyszyć dwa zjawiska. Jedno zwią-
zane z  wyniesieniem zanieczyszczeń osiadłych w  przestrzeniach 
międzyziarnistych i słabo związanych z powierzchniami ziaren oraz 
drugie dotyczące odrywania się zanieczyszczeń silnie przylegają-
cych do materiału filtracyjnego [3]. Celem płukania powinno być 
usunięcie zarówno zanieczyszczeń silnie jak i słabo przylegających 
do ziaren złoża, do czego jest konieczne odpowiednie dobranie 
parametrów strumienia wody płuczącej. W  klasycznych analizach 
procesu fluidyzacji ziaren złoża filtra pospiesznego uwzględnia się 
zazwyczaj działanie trzech sił działających na pojedyncze ziarno. 
Są nimi: siła ciężkości, siła wyporu oraz siła dynamiczna wywołana 
przepływem strumienia płuczącego [3]. Na rys.1 schematycznie 
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(Vmf) najczęściej stosowanymi  w literaturze równaniami. Wyniki obliczeń minimalnych prędkości fluidyzacji złóż 
zestawiano z wynikami przeprowadzanych pomiarów eksperymentalnych w skali półtechnicznej laboratoryjnej. Ana-
lizując uzyskane wyniki stwierdzono, że  minimalną prędkość fluidyzacji dla piasku kwarcowego oraz keramzytu 
wysokiej gęstości najlepiej wyznaczyć wzorem Gidaspow’a, natomiast minimalną prędkość fluidyzacji hyroantracytu 
oraz keramzytu o niskiej gęstości najdokładniej oblicza się ze wzoru opracowanego przez Majcherek.
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Rapid filtration as one of the important unit processes in water treatment requires a properly designed process of 
rinsing filter beds. An important issue affecting the correct backwash hydraulics is determining the minimum fluidization 
velocity. This velocity depends on the physical characteristics of filter materials, such as density, porosity, grain size 
and the shape of bed grains. Determining these values makes it possible to calculate the minimum fluidization speed, 
which is important for determining the moment of the beginning of the bed expansion and determining the minimum 
flow for which the rinsing pump is selected. As part of the research, the physical parameters of the most commonly 
used filter materials, such as sand and hydranthracite, were determined, as well as the high- and low-density 
expanded clay deposits that have been increasingly used in Europe in recent years. The measured values were used 
in the calculation of the minimum fluidization velocity (Vmf) using the equations most commonly used in the literature. 
The results of calculations of the minimum fluidization velocities of the beds were compared with the results of 
experimental measurements carried out on a semi-technical laboratory scale. Analyzing the obtained results, it was 
found that the minimum fluidization velocity for quartz sand and high-density expanded clay is best determined using 
Gidaspow's formula, while the minimum fluidization velocity for hyroanthracite and low-density expanded clay is 
most precisely calculated by the formula used by Majcherek.
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przedstawiono rozkład ich działania. W  pierwszej fazie płukania 
wodnego przy stosunkowo małej intensywności siła wyporu jest 
mniejsza od siły ciężkości, w konsekwencji czego ziarno pozostaje 
nieruchome [4]. W początkowym etapie procesu płukania siła dyna-
miczna przepływającej wody zwiększa się, powodując zmniejszenie 
ciężaru pozornego ziarna do momentu, kiedy suma sił dynamicznej 
i wyporu zrówna się z siłą ciężkości, wprawiając ziarno w stan nie-
ważkości. Zwiększanie prędkości przepływu wody od tego momentu 
powoduje ekspansję ziaren w złożu [4]. Prędkość, przy której ziarna 
przechodzą ze stanu nieważkości w stan fluidalny określa się mianem 
minimalnej prędkości fluidyzacji (Vmf) [5]. Wartość tej prędkości po-
winna być dobrana tak, aby umożliwić regenerację materiału filtra-
cyjnego poprzez wyniesienie zanieczyszczeń ze złoża, jednocześnie 
nie doprowadzając do wyniesienia ziaren złoża z wodami popłucz-
nymi poza górną krawędź koryta przelewowego. 

Innymi oprócz klasycznie stosowanej metody płukania opartej 
na przepływie wstecznym są metody, które wykorzystują sprężone 
powietrze do bardziej efektywnego przebiegu procesu płukania. 
Konfiguracja wody i  powietrza jako technologii płuczącej bywa 
zróżnicowana i zakłada kilka rozwiązań. Pierwsze z nich przewidu-
je rozpoczęcie płukania od użycia powietrza do wzruszenia złoża, 
po czym następuje klasyczne płukanie wodą [6], kolejne to połącze-
nie mieszaniny wodnopowietrznej jako medium płuczącego i ostat-
nie opiera swoją technologie na klasycznym płukaniu, ale wsparte 
jest płukaniem powierzchniowym [7]. Każdy ze sposobów jako 
główny cykl technologii regeneracji złoża wykorzystuje płukanie 
wodą jako podstawowe narzędzie do oczyszczania z zanieczysz-
czeń przestrzeni między ziarnowych materiału filtracyjnego.	

Określenie minimalnej prędkości płukania (Vmf) jest istotne ze 
względu na możliwość wyznaczenia momentów rozpoczęcia fluidy-
zacji materiałów filtracyjnych. Wartość tej prędkości opisuje zacho-
wanie się warstw złoża na styku materiałów w  złożach wielowar-
stwowych i ewentualnej migracji ziaren złoża do wyższych warstw 
lub też ich zapadanie się do materiałów położonych niżej. Stanowi 
zatem przydatne narzędzie do obliczeniowego sprawdzenia po-
prawności doboru warstw złóż w  filtrach wielowarstwowych pod 
kątem reakcji wypełnień na przepływ płuczący jak również stratyfika-
cję złoża po płukaniu. Wyznaczenie minimalnej prędkości fluidyzacji 
determinuje, więc najmniejszy przepływ na jaki dobiera się pompę 
płuczącą [10], co pomaga w  typowaniu materiałów najbardziej 
ekonomicznych pod kątem przebiegu procesu płukania. Minimalna 
prędkość fluidyzacji stanowi podstawową informację na temat reakcji 
złoża na zmieniający się przepływ wody płuczącej i  zmiany stanu 
złoża z  nieruchomego w  fluidalny [11]. Wyznaczanie minimalnej 
prędkości fluidyzacji jest istotne dla prawidłowej optymalizacji płuka-
nia, ale wyznaczenie jej prawidłowej wartości jest skomplikowane 
i wymaga dokładnej analizy materiałów filtracyjnych a także zastoso-
wania odpowiedniego modelu matematycznego do jej wyznaczenia 
[12]. Hydraulika fluidyzacji jest zależna od indywidualnych cech złóż 
filtracyjnych [13]. Gęstość, uziarnienie, sferyczność to jedne z wielu 
właściwości opisujących materiały filtracyjne, których wartości są 
charakterystyczne dla każdego ze stosowanych wypełnień. Wskazu-

je to na konieczność dopasowania i  stosowania dedykowanej dla 
danego rodzaju złoża metody obliczeniowej minimalnej prędkości 
fluidyzacji (Vmf), gwarantującej uzyskanie możliwie najbardziej zgod-
nych z rzeczywistością wyników.

Celem prowadzonych badań było wyznaczenie parametrów fi-
zycznych analizowanych materiałów filtracyjnych, takich jak: uziar-
nienie, gęstość, sferyczność i  porowatość, które są niezbędne do 
przeprowadzenia obliczeń minimalnej prędkości fluidyzacji. 
W oparciu o obliczenia minimalnej prędkości fluidyzacji oraz ekspe-
rymenty w  skali półtechnicznej możliwe było zweryfikowanie po-
prawności i adekwatności poszczególnych modeli matematycznych 
dla badanych materiałów filtracyjnych. 

Materiały i metody

Równania matematyczne minimalnej prędkości 
fluidyzacji

Obliczeniowym wyznaczeniem minimalnej prędkości fluidyzacji 
zajmowało się wielu badaczy. Przez dekady prowadzano liczne ba-
dania, które bardzo często oparte były o modyfikacje równania Ergu-
na [14]. W ostatnich latach zagadnienia początku fluidyzacji stanowi-
ły przedmiot badań i analiz Zieliny i Dąbrowskiego [15], Guo,Zhan 
[16], Turan [17] oraz Shao Y. i  in. [18]. Wśród najpopularniejszych 
formuł do obliczania minimalnej prędkości fluidyzacji znajdują się:

•	 Równanie Kozeny-Carman’a [8] 
 

V =
g · (ρ − ρ )

150 · µ
 ·  

ε
1 − ε

·  ϕ · d   

 
(1)

gdzie:
Vmf 	- minimalna prędkość fluidyzacji [m·s-1],
g 	 - przyspieszenie ziemskie [m·s-2], 
ρw 	 - gęstość wody [kg·m-3],
ρz 	 - gęstość właściwa ziaren złoża [kg·m-3],
ɛmf 	 - porowatość złoża w trakcie minimalnej  prędkości fluidyzacji [-],
µf 	 - dynamiczny współczynnik lepkości [Pa·s],
ф 	 - współczynnik kulistości [-].

Zakres stosowania wzoru przewidziany jest dla liczby Re < 10.

•	 Równanie Leva’a [8] 
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(2)

gdzie:
Vmf 	- minimalna prędkość fluidyzacji [m·s-1],
dp	 - średnica zastępcza ziaren złoża [m],
g 	 - przyspieszenie ziemskie [m·s-2], 
ρw 	 - gęstość wody [kg·m-3],
ρz 	 - gęstość właściwa ziaren złoża [kg·m-3],
ɛmf 	 - porowatość złoża w trakcie minimalnej  prędkości fluidyzacji [-],
µf 	 - dynamiczny współczynnik lepkości Pa·s],
ф 	 - współczynnik kulistości [-].

Zakres stosowania wzoru przewidziany jest dla liczby Re < 10.

•	 Równanie Gidaspow’a [7]
 

=                    

 
(3)

gdzie:
Vmf 	- minimalna prędkość fluidyzacji [m·s-1],

Rys. 1. 
Schemat działania sił na pojedyncze ziar-
no złoża filtracyjnego w trakcie płukania 
wodnego (W – siła wyporu, G- siła gra-
witacji, F- siła dynamiczna) [4].
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g 	 - przyspieszenie ziemskie [m·s-2], 
ρw 	 - gęstość wody [kg·m-3],
ρz 	 - gęstość właściwa ziaren złoża [kg·m-3],
µf 	 - dynamiczny współczynnik lepkości [Pa·s],

Zakres stosowania wzoru przewidziany jest dla liczby Re ≤ 20.

•	 Równanie Majcherek [9] 
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(4)

gdzie:
Vmf 	- minimalna prędkość fluidyzacji [m·s-1],
ρz 	 - gęstość właściwa ziaren złoża [kg·m-3],
ρw 	 - gęstość wody [kg·m-3],
g 	 - przyspieszenie ziemskie [m·s-2], 
ɛmf 	 - porowatość złoża w trakcie minimalnej prędkości fluidyzacji [-],
v 	 - kinematyczny współczynnik lepkości wody [m2·s-1], 
α 	 - współczynnik kształtu ziaren [-],

Zakres stosowania wzoru przewidziany jest dla liczby Re < 10.

•	 równanie Erguna [7] 
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(5)

gdzie:
Hmf	 - wysokość strat ciśnienia na początku fluidyzacji [m],
Lmf 	 - wysokość warstwy filtracyjnej na początku fluidyzacji [m],
µf 	 - dynamiczny współczynnik lepkości [Pa·s],
ɛmf 	 - porowatość złoża w trakcie minimalnej prędkości fluidyzacji [-],
ρw 	 - gęstość wody [kg·m-3],
g 	 - przyspieszenie ziemskie [m·s-2], 

 - sferyczność [-],
Vmf 	- minimalna prędkość fluidyzacji [m·s-1].

Równanie znajduje zastosowanie zarówno dla ruchu laminarne-
go jak i turbulentnego.

Współczynnik kształtu ‒ kulistości (α) wyznacza się jako odwrot-
ność sferyczności zgodnie ze wzorem [7]:

 

√
 

 
(6)

gdzie:
ψ  	 - sferyczność [-],
r 	 - najmniejszy wymiar ziaren złoża [m],
s,t 	 - pozostałe wymiary ziaren złoża [m].

	 s=1/ψ 	 (7)
gdzie:
s 	 - współczynnik kształtu [-],
ψ  	 - sferyczność [-].

Błąd względny pomiaru obliczono na podstawie wzoru [19]:
 

= · 100% =
| 0|

· 100% 
 

(8)

gdzie:
∆x 	 - błąd względny,
x 	 - wartość oczekiwana, uzyskana na podstawie badań ekspery-

mentalnych,
x0 	 - wartość obliczona. 

Materiały
Analizie minimalnej prędkości fluidyzacji poddano najczęściej 

stosowane materiały czyli piasek i hydroantracyt, a także nowe zło-
ża keramzytowe, zyskujące coraz większą popularność w Europie. 
Łącznie przebadano trzy materiały o  różnych uziarnieniach (oraz 
w przypadku keramzytu różnej gęstości): 
1.	 Keramzyt (niska gęstość): o uziarnieniach 1,0-1,6 mm i 1,5-2,5 mm,
2.	 Keramzyt (wysoka gęstość) o uziarnieniach: 0,5-1,0 mm, 0,85-

1,5 mm i 1,6-2,5 mm,
3.	 Piasek Kwarcowy o uziarnieniach 0,5-0,85 mm i 0,85-1,18mm, 
4.	 Hydroantracyt o uziarnieniu 0,71-1,5 mm. 

Najczęściej wykorzystywanym materiałem w filtracji jest piasek 
kwarcowy znajdujący swoje zastosowanie zarówno w  filtrach po-
wolnych jak i pospiesznych [20]. Gęstość ziaren piasku kwarcowe-
go osiąga wartość 2657 kg·m-3 [21], natomiast porowatość mieści 
się w przedziale 42-47%, a sferyczność ziaren waha się od 0,7 do 
0,8 [22]. Hydroantracyt, będąc równie często stosowanym złożem 
charakteryzuje się gęstością 1400 kg·m-3 [23]. Hydroantracyt jako 
odmiana węgla antracytowego cechuje się porowatością rzędu 56-
60% oraz sferycznością z zakresu od 0,46 do 0,60 [22]. 	

Nowym produktem znajdującym coraz większą grupę odbior-
ców jest keramzyt. Jest dostępny w normlanej, niskiej gęstości wyno-
szącej 1250 kg·m-3 [24]. Z kolei keramzyt wysokiej gęstości osiąga 
gęstość o wartości 1700 kg·m-3[25]. Obydwa produkty charaktery-
zują się porowatą kruszoną strukturą powierzchni oraz mają tenden-
cję do unoszenia się na wodze jako suchy materiał, jednak po na-
siąknięciu w środowisku wodnym opadają na dno [26]. 

Metodyka badań
Badania wstępne rozpoczęto od analizy granulometrycznej 

materiałów filtracyjnych, którą przeprowadzono w oparciu o PKN-
-CEN ISO/TS 17892-4:2009 [27]. Kierując się PKN-CEN ISO/TS 
17892-2:2009 wyznaczono gęstość badanych materiałów[28], 
natomiast PN-EN 12901:2001[29] wykorzystano do określenia po-
rowatości złóż. Wielkość ziaren określono przy wykorzystaniu trój-
wymiarowego pomiaru analizatorem AWK 3D (rys. 2), który po-
zwala na wyznaczenie kształtu ziaren zgodnie z klasyfikacją Zingga 
[30]. 

Głównym elementem analizatora jest konwerter optyczny, gene-
rujący wiązkę promieniowania w przestrzeni optycznej, gdzie spada-
jące ziarno powoduje rozproszenie promieniowania i zmianę prądu 
elektrycznego przepływającego przez fotokomórkę analizatora, któ-
rej wielkość jest proporcjonalna do wymiaru przelatującego przez 
urządzenie ziarna [31]. Wynik dwóch wymiarów otrzymuje się przy 
pomocy optycznych pomiarów, a  trzeci odczytuje się na podstawie 
liczby skanowań badanego ziarna [32]. Analizę wielkości ziaren 
prowadzono na reprezentatywnej próbce materiałów zakładającej 
pomiar od 6,5 do ponad 30 tys. ziaren każdego złoża, zależnie od 
badanego materiału.
Rys. 2. 
Analizator AWK 3D 
Źródło: [31].
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Po zakończeniu badań wstępnych i wy-
konaniu obliczeń matematycznych rozpo-
częto badania minimalnej prędkości fluidy-
zacji (Vfm) w  skali półtechnicznej. Badania 
wykonano na stanowisku badawczym skła-
dającym się z  kolumny filtracyjnej, układu 
zasilająco – regulującego oraz instalacji 
spustowej (rys. 3).		

Każdorazowo przed rozpoczęciem ba-
dań załączano pompę zalewając kolumnę 
wodą, odgazowywano układ doprowadza-
jący po czym zamykano dopływ wody [7]. 
Następnie zasypywano kolumnę materiałem 
filtracyjnym do ustalonej wysokości. Po za-
kończeniu tych czynności prowadzono ba-
dania zasadnicze. Wykorzystując zawór re-
gulacyjny powoli zwiększano dopływ wody 
do kolumny obserwując zachowanie złoża. 
Odczytywano wysokość złoża oraz prze-
pływ, które były rejestrowane każdorazowo 
po zwiększaniu intensywności płukania, po-
cząwszy od przepływu wody przez kolum-
nę, w  trakcie którego złoże pozostawało 
niewzruszone, poprzez stan rozpoczęcia 
fluidyzacji i kończąc, gdy góra sfluidyzowa-

nego złoża zbliżała się do krawędzi przele-
wowej kolumny. Badania prowadzono 
w temperaturze wody ok. 10oC, a otrzyma-
ne wyniki uśredniono na podstawie trzech 
pomiarów każdego ze złóż.

Wyniki badań

Badania wstępne
Wyniki pomiarów składu granulometrycz-

nego badanych materiałów przedstawiono 
na rys. 4 w postaci krzywych uziarnienia. 

W oparciu o opracowane krzywe uziar-
nienia przedstawione na rys. 4 wyznaczono 
charakterystyczne średnice ziaren d10 i d60, 
które zestawiono w tabeli 1. Wartości te były 
niezbędne do wyznaczenia współczynników 
nierównomierności uziarnienia WN. 

Najmniejsze wartości współczynnika 
niejednorodności wyznaczono dla ziaren 
piasku kwarcowego o  grubszej granulacji 
0,85-1,18 mm oraz dla keramzytu o więk-
szej gęstości i  grubszej granulacji 1,5-2,5 
mm, a  także w  całym zakresie uziarnienia 
keramzytu o mniejszej gęstości.

Gęstość analizowanych materiałów ze-
stawiono w  tabeli 2. Najniższą gęstością 
spośród badanych materiałów charaktery-
zowały się złoża keramzytowe niskiej gęsto-
ści o  uziarnieniu 1,0-1,6 mm oraz 1,5-2,5 
mm i osiągały wartość 1,11 g·cm-3, a więc 
niewiele więcej niż gęstość wody i niewiele 
mniej niż gęstość hydroantracytu, którego 
wartość zmierzono jako równą 1,38 g·cm-3. 
Stąd złoża keramzytowe o  niskiej gęstości 
mogą stanowić tańszy substytut hydroantra-

cytu w  złożach wielowarstwowych. Mate-
riały keramzytowe o wyższej gęstości, nie-
zależnie od uziarnienia miały gęstość równą 
około 1,94 g·cm-3, a więc trochę mniej niż 
zmierzona gęstość piasku kwarcowego wy-
nosząca 2,61 g·cm-3.

Wyniki badania porowatości złoża 
w stanie spoczynku zamieszczono w tab. 3. 
Najniższą porowatością z  analizowanych 
materiałów cechują się złoża piaskowe, 
nieznacznie większą wartością charaktery-
zuje się hydroantracyt, natomiast złoża ke-
ramzytowe niezależnie od gęstości mimo 
szerokiego zakresu uziarnienia osiągają wą-
ski przedział porowatości od 0,55 do 0,61. 

Określenie wymiarów ziaren złóż prze-
prowadzono przy wykorzystaniu analizato-
ra AWK 3D. W oparciu o wzór nr 6 określo-
no sferyczność ziaren filtracyjnych natomiast 
przy wykorzystaniu wzoru nr 7 wyznaczono 
współczynnik kształtu. Wyniki obliczeń za-
mieszczono w  tabeli 4. Należy podkreślić, 
że współczynnik kształtu „S” dla ziaren 
o kształcie kulistym jest zbliżony do jedności, 
natomiast dla ziaren nieregularnych współ-
czynnik ten przyjmuje wartość większą od 
jedności [33]. W  podobny sposób należy 
zatem postrzegać sferyczność „Ψ” ziaren, 
której wartość zbliżona do jedności świad-
czy o  kształcie ziarna podobnego do kuli, 
natomiast wartość poniżej jedności informuje 
o kształcie bardziej nieregularnym [34]. 

Materiałem filtracyjnym najbardziej zbli-
żonym kształtem ziaren do kuli jest piasek 
kwarcowy 0,85-1,18 mm. Podobną wielko-
ścią charakteryzuje się keramzyt wysokiej 

Rys. 3. 
Schemat stanowiska badawczego (I  - pompa,  
II ‒ zbiornik wody płuczącej, III ‒ rura zasilają-
ca, IV – zawór regulacyjny, V – przepływo-
mierz, VI ‒ instalacja spustowa z  zaworem,  
VII – drenaż, VIII – instalacja odprowadzająca 
popłuczyny do kanalizacji). Źródło: opracowa-
nie własne.
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ŚREDNICA OCZEK SITA [mm]

PIASEK KWARCOWY 0,85-1,18 mm KERAMZYT (WYSOKA GĘSTOŚĆ) 1,6-2,5 mm

KERAMZYT (WYSOKA GĘSTOŚĆ) 0,85-1,5 mm HYDROANTRACYT 0.71-1.5 mm

PIASEK KWARCOWY 0.5-0.85 mm KERAMZYT (WYSOKA GĘSTOŚĆ) 0,5-1,0 mm

KERAMZYT (NISKA GĘSTOŚĆ) 1,0-1,6 mm KERAMZYT (NISKA GĘSTOŚĆ) 1,5-2,5 mm

Rys. 4. 
Wyniki analizy 
granulome-
trycznej. Źró-
dło: opraco-
wanie własne

Tabela 1. Wyniki oznaczenia średnic d10 i d60 wraz z współczynnikiem nierównomierności uziarnienia WN analizowanych złóż filtracyjnych. 

PARAMETR

NAZWA ZŁOŻA

KERAMZYT 
(WYSOKA 
GĘSTOŚĆ) 0,5-
1,0 mm

KERAMZYT 
(WYSOKA 
GĘSTOŚĆ) 
0,85-1,5 mm

KERAMZYT 
(WYSOKA 
GĘSTOŚĆ) 1,5-
2,5 mm

KERAMZYT 
(NISKA 
GĘSTOŚĆ) 1,0-
1,6 mm

KERAMZYT 
(NISKA 
GĘSTOŚĆ) 1,5-
2,5 mm

HYDROANTRA-
CYT 0,71-1,5 
mm

PIASEK KWAR-
COWY 0,5-
0,85 mm

PIASEK KWAR-
COWY 0,85-1,18 
mm

d10 [mm] 0,53 0,91 1,61 1,07 1,47 0,77 0,45 0,78

d60 [mm] 0,77 1,29 2,09 1,43 2,02 1,19 0,68 0,99

WN= d60·d10
-1 1,45 1,42 1,30 1,34 1,37 1,55 1,51 1,27
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gęstości o uziarnieniu 0,85-1,5 mm oraz 1,6-
2,5 mm a także hydroantracyt, których warto-
ści współczynnika kształtu wskazują na dość 
duże podobieństwo do kuli. Należy jednak 
pamiętać, że wyniki określające kształt ziaren 
zależą od ich techniki pomiarowej 
i  obliczeniowej i  że współczynniki kształtu 
naturalnych materiałów występują w  szero-
kim zakresie. Najbardziej odległym od kształ-
tu kuli złożem jest keramzyt o wysokiej gęsto-
ści i rozmiarze ziaren 0,5-1,0 mm.

Badania minimalnej prędkości 
fluidyzacji

Najważniejsze badania dotyczyły po-
miarów eksperymentalnych zestawionych 
z wynikami obliczeń zgodnych z równania-
mi (1) - (5) minimalnej prędkości fluidyzacji 
dla poszczególnych materiałów filtracyjnych 
pozwalających określić intensywności płu-
kania, przy której następować będzie po-
czątek procesu fluidyzacji. Wyniki badań 
zobrazowano na rysunkach (5) - (8). Na 
podstawie różnicy uzyskanej między wyni-
kami badań eksperymentalnych (wartość 
oczekiwana), a wynikami obliczeń wyzna-
czono błąd względny. Dla wykorzystanych 
wzorów posiadających ograniczenia stoso-
walności pod kątem liczby Re na wykresach 
zaznaczono wartości graniczne, tj. odpo-
wiednio dla wzoru: Majcherek, Leva oraz 
wzoru Kozeny-Carman Re<10, a także dla 
wzoru Gidaspow Re ≤ 20. 

Złoża piasku kwarcowego uzyskały 
zgodnie z rys. 5 najbardziej zbliżone wyniki 
badań eksperymentalnych do wyników obli-

czeń opartych na wzorze Gidaspow’a. 
Wzór wg. Majcherek oraz Kozeny-Carma-

na w przypadku materiałów pisaku kwarco-
wego jest obarczony największym błędem 
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METODA WYZNACZENIA

 piasek kwarcowy 0,5-0,85 mm

piasek kwarcowy 0,85-1,18 mm

prędkość przy maksymalnej granicznej wartości
liczby Re równej 10 stosowalności wzorów
Majcherek, Leva i Kozeny-Carman dla piasek
kwarcowy 0,5-0,85
prędkość przy maksymalnej granicznej wartości
liczby Re równej 20 stosowalności wzorów
Gidaspow dla piasek kwarcowy 0,5-0,85

prędkość przy maksymalnej granicznej wartości
liczby Re równej 10 stosowalności wzorów
Majcherek, Leva i Kozeny-Carman dla piasek
kwarcowy 0,85-1,18
prędkość przy maksymalnej granicznej wartości
liczby Re równej 20 stosowalności wzorów
Gidaspow dla piasek kwarcowy 0,85-1,18
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METODA WYZNACZENIA

keramzyt (wysoka gęstość) 0,5-1,0 mm

keramzyt (wysoka gęstość) 0,85-1,5 mm

keramzyt (wysoka gęstość) 1,6-2,5 mm

prędkość przy maksymalnej granicznej wartości liczby Re równej 10 stosowalności wzorów
Majcherek, Leva i Kozeny-Carman dla keramzyt (wysoka gęstość) 0,5-1,0
prędkość przy maksymalnej granicznej wartości liczby Re równej 20 stosowalności wzorów
Gidaspow dla keramzyt (wysoka gęstość) 0,5-1,0
prędkość przy maksymalnej granicznej wartości liczby Re równej 10 stosowalności wzorów
Majcherek, Leva i Kozeny-Carman dla keramzyt (wysoka gęstość) 0,85-1,5
prędkość przy maksymalnej granicznej wartości liczby Re równej 20 stosowalności wzorów
Gidaspow dla keramzyt (wysoka gęstość) 0,85-1,5
prędkość przy maksymalnej granicznej wartości liczby Re równej 10 stosowalności wzorów
Majcherek, Leva i Kozeny-Carman dla keramzyt (wysoka gęstość) 1,6-2,5
prędkość przy maksymalnej granicznej wartości liczby Re równej 20 stosowalności wzorów
Gidaspow dla keramzyt (wysoka gęstość) 1,6-2,5

Rys. 5. 
Minimalna 
prędkość flu-
idyzacji Vmf 
wyznaczona 
obliczeniowo 
i ekspery-
mentalnie 
dla piasku 
kwarcowego

Rys. 6. 
Minimalna 
prędkość flu-
idyzacji Vmf 
wyznaczona 
obliczeniowo 
i ekspery-
mentalnie 
dla keramzy-
tu (wysoka 
gęstość).

Tabela 2. Gęstości ziaren filtracyjnych badanych materiałów filtracyjnych

PARAMETR

NAZWA ZŁOŻA

PIASEK KWAR-
COWY 0.5-
0.85 mm

PIASEK KWAR-
COWY 0,85-
1,18 mm

KERAMZYT 
(NISKA 
GĘSTOŚĆ) 1,0-
1,6 mm

KERAMZYT 
(NISKA 
GĘSTOŚĆ) 1,5-
2,5 mm

KERAMZYT 
(WYSOKA 
GĘSTOŚĆ) 
0,5-1,0 mm

KERAMZYT 
(WYSOKA 
GĘSTOŚĆ) 
0,85-1,5 mm

KERAMZYT 
(WYSOKA 
GĘSTOŚĆ) 1,6-
2,5 mm

HYDROAN-
TRACYT  
0,71-1,5 mm

GĘSTOŚĆ 
ρ [g·cm-3 ] 2,61 2,55 1,11 1,11 1,96 1,91 1,94 1,38

Tabela 3. Porowatości badanych złóż w stanie spoczynku 

PARAMETR

NAZWA ZŁOŻA

PIASEK KWAR-
COWY 0,5-
0,85 mm

PIASEK KWAR-
COWY 0,85-
1,18 mm

KERAMZYT 
(NISKA 
GĘSTOŚĆ) 1,0-
1,6 mm

KERAMZYT 
(NISKA 
GĘSTOŚĆ) 1,5-
2,5 mm

KERAMZYT 
(WYSOKA 
GĘSTOŚĆ) 
0,5-1,0 mm

KERAMZYT 
(WYSOKA 
GĘSTOŚĆ) 
0,85-1,5 mm

KERAMZYT 
(WYSOKA 
GĘSTOŚĆ) 1,6-
2,5 mm

HYDROAN-
TRACYT 
0,71-1,5 mm

POROWATOŚĆ 
e0 [-] 0,40 0,37 0,56 0,61 0,55 0,56 0,57 0,48

Tabela 4. Sferyczność i współczynnik kształtu badanych materiałów sypkich

PARAMETR

NAZWA ZŁOŻA

PIASEK KWAR-
COWY 0,5-
0,85 mm

PIASEK KWAR-
COWY 0,85-
1,18 mm

KERAMZYT 
(NISKA 
GĘSTOŚĆ) 1,0-
1,6 mm

KERAMZYT 
(NISKA 
GĘSTOŚĆ) 1,5-
2,5 mm

KERAMZYT 
(WYSOKA 
GĘSTOŚĆ) 
0,5-1,0 mm

KERAMZYT 
(WYSOKA 
GĘSTOŚĆ) 
0,85-1,5 mm

KERAMZYT 
(WYSOKA 
GĘSTOŚĆ) 1,6-
2,5 mm

HYDROAN-
TRACYT  
0,71-1,5 mm

 [-] 0,72 0,93 0,78 0,75 0,56 0,91 0,90 0,85

 [-] 1,38 1,08 1,29 1,34 1,79 1,10 1,11 1,17
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czego potwierdzeniem jest średnia wartość 
błędu względnego zamieszczonego w  ta-
beli 5. Każdy z  wykorzystanych wzorów 
spełnia swoja granicę stosowalności dla 
analizowanego uziarnienia materiału z pia-
sku kwarcowego.

Wyniki badań laboratoryjnych zesta-
wione z wynikami obliczeń na rys. 6 przed-
stawiają najlepsze dopasowanie obliczeń 
Vfm wg wzoru Gidaspow’a dla złoża keram-
zytowego o wysokiej gęstości. 

Największe różnice wyników obliczeń 
do badań eksperymentalnych powstają przy 
wykorzystaniu wzoru stosowanego przez 
Kozeny-Carmana co potwierdza wartość 
błędu względnego osiągająca 609%, pod-
czas gdy błąd wyników otrzymanych przy 
zastosowaniu wzoru Gidsapowa wyniósł 
zaledwie 27% co przedstawia tabela 6. Tak 
duży błąd obliczeniowy w przypadku Koze-
ny-Carmana może wynikać z wykorzystania 
uproszczonej wersji wzoru podsiadającej 

ograniczenia zastosowania do liczby Re 
<10, co wyraźnie widać na rys. 6. Podobna 
sytuację widać przy wykorzystaniu wzoru 
Leva i Majcherek, których wyniki znacząco 
odbiegają od wyników badań eksperymen-
talnych szczególnie przy większych uziar-
nieniach. Uwagę należy także zwrócić na 
wyniki zastosowania wzoru Erguna, których 
błąd względny zamieszczony w tabeli 6 jest 
co prawda większy niż błąd wyników obli-
czeń wzorem Gidaspowa, niemniej jednak 
są lepiej dopasowane w  przypadku złóż 
o większym uziarnieniu niż wyniki obliczeń 
wzorem Gidaspowa. 

Minimalną prędkość fluidyzacji keram-
zytu niskiej gęstości zgodnie z rys. 7 najlepiej 
wyznaczyć wzorem opracowanym przez 
Majcherek. Wartości otrzymane przy wyko-
rzystaniu wzoru Erguna i  Gidaspow są do 
siebie bardzo zbliżone i zgodnie z tabelą 7 
dają większe błędy względne niż wyniki 
obliczeń wzorem Majcherek.

Największe rozbieżności wyników obli-
czeń względem eksperymentalnie wyzna-
czonej wartości oczekiwanej daje wzór Ko-
zeny -Carmana. Wyniki te, jak pokazano 
w  tabeli 7, są obarczone średnim błędem 
221%. Zarówno podczas prowadzenia obli-
czeń wzorem Kozeny-Carmana, jak rów-
nież wzorem Leva przekroczone zostały ich 
graniczne wartości stosowalności (Re<10). 
Może to być przyczyną tak dużego błędu 
przy obliczaniu Vmf, dla keramzytu niskiej 
gęstości o uziarnieniu 1,5-2,5 mm. 

Zgodnie z rys. 8 początkowa prędkość 
fluidyzacji złoża hydroantracytu osiąga naj-
bliższe wartości obliczeń przy wykorzystaniu 
wzoru wg. Majcherek.

Obliczenia minimalnej prędkości fluidy-
zacji wykonane z  wykorzystaniem wzoru 
Kozeny-Carman obarczone są błędem 
względnym wynoszącym 103% co przed-
stawiono w tabeli 8. W tym przypadku obli-
czenia prowadzone były w zakresach liczb 
Re zgodnych z  zakresami stosowalności 
użytych wzorów. 

Wnioski 

Odpowiednie wyznaczenie minimalnej 
prędkości fluidyzacji dostarcza informacji 
o  wielkości najmniejszego przepływu jaki 
jest potrzebny do rozpoczęcia procesu wod-
nego płukania złoża. Dostarcza informacji 
na jaki minimalny przepływ powinna być 
dobrana pompa płucząca złoże. 

Dla tradycyjnych kwarcowych złóż pia-
skowych najbardziej dopasowanym wzorem 
określającym minimalną prędkość fluidyzacji 
jest wzór zaproponowany przez Gidaspow. 
Ten model obliczeniowy określa najtrafniej 
również początek fluidyzacji złoża keramzy-
towego o wysokiej gęstości. Wyniki uzyskane 

Tabela 5. Błędy względne wartości obliczonych względem zmierzonych eksperymentalnie wartości 
oczekiwanych dla piasku kwarcowego 

Materiał filtracyjny
Błędy względne [%]

Obliczenia 
wg. Erguna

Obliczenia  
wg. Gidaspow

Obliczenia  
wg. Majcherek 

Obliczenia  
wg. Leva

Obliczenia  
wg. Kozeny-Carman

piasek kwarcowy 0,5-0,85 33 17 60 40 90
piasek kwarcowy 0,85-1,18 20 15 51 35 14
średnia wartość błędu [%] 27 16 56 38 52

Tabela 6. Błędy względne wartości obliczonych względem zmierzonych eksperymentalnie wartości 
oczekiwanych dla keramzytu o wysokiej gęstości 

Materiał filtracyjny
Błędy względne [%]

Obliczenia 
wg. Erguna

Obliczenia  
wg. Gidaspow

Obliczenia  
wg. Majcherek 

Obliczenia  
wg. Leva

Obliczenia wg. 
Kozeny-Carman

keramzyt (wysoka gęstość) 
0,5-1,0 mm 49 29 32 600 836

keramzyt (wysoka gęstość) 
0,85-1,5 mm 34 21 119 216 322

keramzyt (wysoka gęstość) 
1,6-2,5 mm 11 32 281 477 670

średnia wartość błędu [%] 31 27 144 431 609

Tabela 7. Błędy względne wartości obliczonych względem zmierzonych eksperymentalnie wartości 
oczekiwanych dla keramzytu o niskiej gęstości 

Materiał filtracyjny
Błędy względne [%]

Obliczenia 
wg. Erguna

Obliczenia  
wg. Gidaspow

Obliczenia  
wg. Majcherek 

Obliczenia  
wg. Leva

Obliczenia wg. 
Kozeny-Carman

keramzyt (niska gęstość) 1,0-1,6 mm 75 73 47 50 100
keramzyt (niska gęstość)  
1,5-2,5 mm 67 63 1 226 342

średnia wartość błędu [%] 71 68 24 138 221

Tabela 8. Błędy względne wartości obliczonych względem zmierzonych eksperymentalnie wartości 
oczekiwanych dla hydroantracytu.

Materiał filtracyjny
Błędy względne [%]

Obliczenia 
wg. Erguna

Obliczenia 
wg. Gidaspow

Obliczenia 
wg. Majcherek 

Obliczenia 
wg. Leva

Obliczenia 
wg. Kozeny-Carman

hydroantracyt 0,71-1,5 mm 47 38 19 53 103
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METODA WYZNACZENIA

keramzyt (niska gęstość) 1,0-1,6 mm

keramzyt (niska gęstość) 1,5-2,5 mm

prędkość przy maksymalnej granicznej wartości
liczby Re równej 10 stosowalności wzorów
Majcherek, Leva i Kozeny-Carman dla keramzyt
(niska gęstość) 1,0-1,6
prędkość przy maksymalnej granicznej wartości
liczby Re równej 20 stosowalności wzorów
Gidaspow dla keramzyt (niska gęstość) 1,0-1,6

prędkość przy maksymalnej granicznej wartości
liczby Re równej 10 stosowalności wzorów
Majcherek, Leva i Kozeny-Carman dla keramzyt
(niska gęstość) 1,5-2,5
prędkość przy maksymalnej granicznej wartości
liczby Re równej 20 stosowalności wzorów
Gidaspow dla keramzyt (niska gęstość) 1,5-2,5

Rys. 7. 
Minimalna 
prędkość flu-
idyzacji Vmf 
wyznaczona 
obliczeniowo 
i ekspery-
mentalnie 
dla keramzy-
tu (niska 
gęstość).
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na postawie tego wzoru są obarczone błę-
dem obliczeniowym dla piasku i  keramzytu 
wysokiej gęstości wynoszącym średnio mię-
dzy 16 a 27% względem pomiarów labora-
toryjnych, co jest wartością dużo mniejszą niż 
wartości błędów, jakie uzyskuje się stosując 
wzór Kozeny-Carman i  które są wyższe niż 
600%. Tak duży błąd może wynikać z wyko-
rzystania uproszczonej wersji wzoru Kozeny-
-Carmana, którego stosowanie jest ograni-
czone do liczb Re<10. Dużo bliższe wartości 
do eksperymentalnych wyników pomiarów 
i do wyników obliczeń wzorem Gidaspowa 
otrzymano z obliczeń wzorem Erguna. 

Wyniki przeprowadzonej analizy wska-
zują, że obliczenie minimalnej prędkości flu-
idyzacji w  przypadku hydroantracytu oraz 
keramzytu o niskiej gęstości najlepiej jest prze-
prowadzić na podstawie wzoru opracowa-
nego przez Majcherek, którego wyniki różnią 
się od badań eksperymentalnych średnio 
o 19-24%. Największy błąd obliczeń wzglę-
dem pomiarów eksperymentalnych dla tych 
materiałów uzyskano stosując wzór Kozeny 
– Carmana i jest on 5 razy większy od błędu 
obliczeń względem eksperymentów dla hy-
drantracytu i aż prawie 10 razy większy od 
błędu obliczeń względem eksperymentów 
dla keramzytu. Przyczyną tak dużych średnich 
błędów względnych w przypadku złoża ke-
ramzytowego niskiej gęstości otrzymanych 
przy zastosowaniu wzoru Kozeny Carmana 
może być, również przekroczenie jego gra-
nicznej wartości stosowania (Re<10), podob-
nie jak w przypadku wzoru Leva. 

Kierując się kształtem ziaren przy dobo-
rze odpowiedniego równania do obliczenia 
minimalnej prędkości, zauważono, że pręd-
kość Vfm dla ziaren złoża kształtem zbliżo-
nych do kuli można najtrafniej wyznaczyć 
wzorem Gidsapow’a, natomiast dla ziaren 
złóż o kształcie bardziej nieregularnym wzo-
rem stosowanym przez Majcherek. 

Weryfikując uzyskane wyniki obliczeń 
z rezultatami badań eksperymentalnych za-
uważono, że dla złóż o gęstości z zakresu 
od 1,9 do 2,6 g/cm3 wyniki obliczeń obar-
czone są najmniejszym błędem względnym 
wykorzystując wzór Gidsapow’a, natomiast 
dla złóż o gęstości z zakresu od 1,1 do 1,4 

g/cm3, najdokładniejsze wyniki obliczeń 
uzyskuje się stosują wzór zaproponowany 
przez Majcherek. 	

Analiza otrzymanych wyników wykaza-
ła, że obliczone wartości minimalnych pręd-
kości fluidyzacji nie były równe wartościom 
uzyskanym podczas pomiarów eksperymen-
talnych. Błędy obliczeniowe dla wzorów 
o najbardziej zbliżonych wynikach do badań 
laboratoryjnych wynoszą między 16 a 27%, 
natomiast dla wzorów, których wyniki zna-
cząco odbiegają od pomiarów laboratoryj-
nych błędy obliczeniowe wynoszą średnio 
nawet ponad 600%. Należy, więc zacho-
wać szczególną ostrożność stosując równa-
nia wg Leva oraz wg Kozeny-Carmana 
w uproszczonej formie, i zwrócić uwagę na 
zakresy liczb Re, dla których są stosowane te 
wzory. W szczególności dotyczy to obliczeń 
Vfm dla złóż keramzytowych. Rekomendowa-
ne jest stosowanie wzoru Gidaspow’a  do 
obliczania minimalnej prędkości fluidyzacji 
piasku i  keramzytu o wysokiej gęstości oraz 
równania Majcherek do wyznaczania Vfm 
keramzytu niskiej gęstości oraz hydroantracy-
tu. Wzór Erguna w złożach keramzytowych 
o wysokiej gęstości może stanowić alternaty-
wę dla wzoru Gidaspow’a. 
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METODA WYZNACZENIA

hydroantracyt 0,71-1,5 mm

prędkość przy maksymalnej granicznej wartości liczby
Re równej 10 stosowalności wzorów Majcherek, Leva i
Kozeny-Carman dla hydroantracyt 0,71-1,5

prędkość przy maksymalnej granicznej wartości liczby
Re równej 20 stosowalności wzorów Gidaspow dla
hydroantracyt 0,71-1,5

Rys. 8 
Minimalna 
prędkość flu-
idyzacji Vmf 
wyznaczona 
obliczeniowo 
i ekspery-
mentalnie 
dla hydroan-
tracytu
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